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Resumo

Essas notas foram escritas como material de apoio para um minicurso ministrado na XXIX Semana
da Fisica da Universidade Estadual de Londrina que ocorreu em outubro de 2025. Esse minicurso é uma
introducao concisa e pedagdgica para este tépico e cobre os assuntos de simetrias, rotacoes, dlgebras de Lie
e teoria de repesentagbes. Para um maior aprofundamento e compreensao desses tépicos, é recomendado
o leitor consultar as referéncias.
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1 Introducao

1.1 Simetrias

Um dos conceitos mais importantes da fisica é o de simetrias. Elas estao intimamente relacionadas com
quantidades conservadas, via teorema de Noether[2]. Além disso, simetrias podem ser espontidneamente
quebradas, o que nos permite entender transicoes de fase da origem a particulas sem massa conhecidas como
bdsons de Goldstone[3]. Simetrias também podem conter anomalias[4] que estao relacionadas com violagdes
de leis de conservagao e dao informacoes interessantes sobre o espectro da teoria.

Mas afinal, o que é uma simetria? Entendemos uma simetria como uma invariancia sobre um certo con-
junto de transforma(;éesﬂ Isto é, se apos performarmos alguma transformagao na nossa teoria e verificarmos
que ndo houve mudanca, dizemos que essa teoria é invariante sobre essa transformacdo. Abaixo, damos
alguns exemplos intuitivos.

Veja o quadrado da figura abaixo.

Figura 1.1: Apenas um quadrado. Fonte:[I]

Podemos fazer uma rotagao desse quadrado em torno desse plano de, digamos, 5° no sentido horario.
Nesse caso, o quadrado agora estaria da seguinte forma

Figura 1.2: Quadrado rotacionado de 5°. Fonte:[I]

Veja que a transformacgao que aplicamos foi uma rotacao. Porém, é notavel que verificamos uma diferenca
nesse quadrado apds essa rotacao. Mas agora, se rotacionarmos esse quadrado em 90°,

1Para os mais avancados, transformacdes de calibre também se encaixam nessa defini¢do porém nio sido consideradas simetrias
mas sim redundancias na teoria. Porém vamos deixar esses detalhes técnicos de lado.
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Figura 1.3: Quadrado rotacionado de 90°. Fonte:[I]

Verificamos que nao é possivel dizer se ele foi rotacionado ou nao. Para entender melhor isso, suponha
que vocé feche os olhos e entao nés fagamos essa rotacao de 90°. Apds vocé abrir os olhos novamente, vocé
acreditaria que o quadrado estd da mesma forma. Isso é o que chamamos de uma simetria.

Nesse caso, no entanto, essa simetria é caracterizada como uma simetria discreta, pois nao é qualquer
rotacao que deixa o quadrado invariante, mas sim rotagoes multiplas de 90°.

Outro exemplo que podemos usar é o do circulo.

Figura 1.4: Apenas um circulo. Fonte: [I]

Nesse caso, é facil perceber que qualquer rotagao deixa o circulo invariante. Faca o mesmo experimento
mental de fechar os olhos e entdo abri-los novamente. Independemente de qualquer rotagao que fagamos no
circulo, vocé nunca serd capaz de perceber se ele foi rotacionado ou nao.

Nesse caso, dizemos que é uma simetria continua, pois o circulo é simétrico para quaisquer angulos de
rotagao.

Isso nos permite concluir algumas coisas.

e Se compormos duas rotacoes, isto é, rodarmos de 20° e depois rodarmos de 10°, isso equivale a uma
rotacao de 30°. Portanto, a composicao de duas rotacoes também deve ser uma rotacgao.

e Podemos nao fazer nenhuma rotacdo, o que equivale a um angulo de rotacao de 0°. Isso é o que
chamamos de um elemento identidade. Portanto, uma identidade sempre é uma simetria e entao deve
ser levada em consideragao quando estivermos falando dessa caolegao de transformagoes.

e Nos tomamos uma rotagao no sentido horario. Mas podemos muito bem tomar rotagoes no sentido
anti-horario. Isso implica que se fizermos uma rotacao de 45° no sentido horario, podemos desafazé-la
simplesmente rodando de 45° no sentido anti-horario. Isso é o que chamamos de um elemento inverso.

e Por ultimo, rodar de 90° seguida de uma rotagao de 40° seguida de uma rotacao de 110° deve ser
equivalente a uma rotacao de 130° seguida de uma rotacao de 110°, que deve ser equivalente a uma
rotagao de 90° seguida de uma rotacao de 150°. Dizemos entao que as rotagoes sao associativas.
Matematicamente esta ideia é representada por

R(110°)(R(40°)R(90°)) = R(110°)R(130°) = (R(110°)R(40°))R(90°) = R(150°)R(90°)



Dadas essas ideias intuitivas, veremos agora como as generalizamos matematicamente.

1.2 Definicao de grupo

Um grupo é um conjunto G com um mapa - que é chamado de regra de composi¢cao, que satisfaz as seguintes
propriedades:

e Fechamento: Para todo g, € G, g- ¢’ € G.

e Identidade: Existe um elemento e € G tal que para todo g € G, g-e = e- g = g. Chamamos esse
elemento de identidade.

e Elemento inverso: Para todo g € G, existe ¢’ € G tal que g-¢’ = ¢'-¢g = e. Chamamos esse elemento

de inverso e o denotamos por ¢’ = g~ 1.

e Associatividade: Para todo g1, 92,93 € G,(g1-92) - 95 = g1 - (92 - g3)-

Abaixo, vamos dar alguns exemplos de conjuntos simples que formam grupos, e como a regra de composicao
de dois elementos nao precisa ser necessariamente uma multiplicacao.

Exemplo 1.1 (Ndmeros reais sobre multiplicagao) O conjunto de nimeros reais R forma um grupo
sobre a multiplicacao.

e Fechamento: A multiplicacdo de dois nimeros reais continua dando um niumero real.
e Identidade: O nimero 1 pode ser usado como uma identidade sobre a multiplicacdo.

e Elemento inverso: Para todo nimero real a a inversa desse nimero é simplesmente 1/a, que também
€ um numero real, de forma que a - % =1.

e Associatividade: Segue facilmente da multiplicacdo de nimeros reais.

Exemplo 1.2 (Ndmeros inteiros sobre multiplicacao) O conjunto de nimeros inteiros Z nao forma
um grupo sobre a multiplicac¢ao.

Isso segue facilmente quando consideramos o elemento inverso. Para os numeros reais, bastava inverter
o nimero e teriamos o seu inverso. Porém, mo caso dos inteiros, dado um inteiro a, o nimero 1/a nao é
inteiro. Portanto, nao existe um elemento inteiro que pode servir como tnverso sobre a multiplicagao.

Exemplo 1.3 (Numeros inteiros sobre a adigao) Tome o conjunto dos inteiros 7 mas com a regra de
composi¢ao sendo a adicdo +.

e Fechamento: A adicio de dois nimeros inteiros continuando sendo wm niumero inteiro.

e Identidade: A identidade, por definicao é um elemento que nao realiza nenhuma mudancga quando
composta com qualquer outro elemento do grupo. No caso da adigao, esse elemento € o inteiro 0, pois

n+0=n,n€Z.

e Elemento inverso: No caso do elemento inverso, podemos usar um numero negativo, isto €,

n+(—n)=0,n € Z.

e Associatividade: A associatividade seque trivialmente da soma dos numeros inteiros.

Isso mostra que, de fato, a regra de composicao nem sempre serd uma multiplicacao entre os elementos.



2 Rotacoes

Esta secao serd dedicada a compreensao de um grupo extremamente importante na fisica: o grupo de
rotacoes. Comecaremos discutindo o caso mais simples que sao rotagoes no plano, e depois discutiremos
como realizd-las de outra maneira, usando niimeros complexos. Apés isso, vamos falar sobre rotagoes em
3 dimensoes e como realizé-las utilizando um “anédlogo” aos ntmeros complexos, porém em 4 dimensoes,
chamados de quaternions.

2.1 Rotagoes em duas dimensoes

A matriz de rotagdo em duas dimensoes é representadaﬂ por,

R(0) = (COS 0 —sin 0) . (2.1)

sinf  cos@

Essas transformagoes, como vimos nos exemplos iniciais, sao transformacoes continuas, pois o angulo de
rotagdo 6 pode variar continuamente no intervalo 6 € [0,27). Em oposi¢do, temos outros tipos de trans-
formagoes, que ndo podem ser caracterizadas como rotagoes (vamos entender isso um pouco mais a frente),
que sao as reflexdes. Essas transformacgoes sao representadas matricialmente por

() m (), e

em que P, é uma reflexdo no eixo x e Py é uma reflexdo no eixo y. Diferentemente de uma rotacao, essa
transformacao inverte apenas um dos eixos de uma forma que néo é continua. Dessa forma, reflexoes sao
transformacéGes discretas.

Vamos verificar que de fato rotagées formam um grupo.

e Fechamento:

n _ [cosf —sinB) [cos® —sind’
RO)R(") = (sin@ cos @ > (sin 0 cost
_ f[cosfcosf —sinfsinf’ —cosfsing’ — sin b cos b’
“ \cos@sin® +sinfcosd  coslcosh —sinfsinb’
_ [cos(@+6") —sin(0+6")
T \sin(0+0") cos(0+6) )"

Ou seja, a composicao duas rotacoes é uma rotagao com os angulos somados.

e Identidade: Considerando 6 = 0, que equivale a néo rodar, a matriz (2.1 se torna

ro=(p 9).

que é justamente a matriz identidade.

e Elemento inverso: Da composicao de matriz, temos que se tomarmos 6’ = —f, obtemos a matriz
identidade. Ou seja, existe uma inversa e é exatamente R(—6). Isso também pode ser verificado usando
os métodos de algebra linear para encontrar inversar de matrizes. Nesse caso usamos apenas nossa
intuigao fisica.

e Associatividade: Nesse caso, precisamos fazer a multiplicacdo de trés matrizes R(6)R(6")R(6") e
verificar que multiplicar R(0)R(0") e depois R(0") ou multiplicar R(§')R(6") e depois multiplicar R(0)
nao importa. Porém, em geral, a ordem da multiplicacao de dois elementos de um grupo pode
importar. Isto é, R(O)R(0') # R(6')R(f). Quando a ordem ndo importa, dizemos que os elementos
comutam e portanto este grupo é abeliano. No caso contrario, o grupo é nao abeliano. Rotagbes no
plano formam um grupo abeliano.

2Memorize esse termo pois vai ser importante mais tarde.



As rotagbes tem uma caracteristica muito importante. Elas deixam o tamanho de vetores invariantes. Isto é,
uma vez que rodamos um vetor, nao consideramos que é o mesmo vetor de antes, pois o que caracteriza um
vetor é seu modulo, direcao e sentido. Nesse caso, sua diregao e sentido mudaram, porém nao o seu médulo.
Vamos entender as implicagoes disso.

O médulo de um vetor é calculado fazendo o produto interno desse vetor com ele mesmo. Podemos
denotar o vetor apds uma rotacao por v'. Logo, temos que

v = Rv. (2.3)
Como o médulo desse vetor nao muda, temos que
vievi=v.v. (2.4)
Matricialmente, o produto interno de dois vetores é multiplicar um vetor linha por um vetor coluna, o que
é equivalente a seu transposto. Logo, de outra forma
viv =vT.v
(Rv)T(Rv) =vTv
vIRTRv =vTv,
ou seja, para o modulo um vetor permanecer invariante sobre rotagoes, isso implica na condi¢ao

RTR =1, (2.5)

em que 1 é a matriz identidade. Dizemos que essa é a condigao de ortogonalidade é entao as rotacoes
formam o grupo ortogonal O(2), que é o grupo de todas matrizes 2 x 2 ortogonais. Porém, podemos verificar
que as reflexdes também sao ortogonais. Se queremos exluir as reflexoes e trabalhar com um grupo que
envolve apenas as rotagoes, devemos trabalhar com um subgrupo de O(2). Para isso, veja que, tomando o
determinante de ambos lados da equagao ,

det(RTR) = det(1) =1

det(R"R) = det(R") det(R) = 1

det(R)* =1

det(R) = +1.
Ou seja, temos dois possiveis valores de determinantes para matrizes ortogonais, +1 e -1. A matrizes com
determinante +1 sdo as rotagoes. Portanto, definimos o subgrupo de O(2), SO(2), em que S significa

“special” para denotar que essas matrizes tem determinante +1. Logo, as rotagoes satisfazem as seguintes
propriedades

e RTR=1,
e det(R) =1.

2.2 Rotacgoes com nimeros complexos

Existe uma outra maneira de realizar rotagoes em duas dimensoes por um angulo 6 usando nimeros complexos
com modulo unitario. Veja que multiplicando. Um ntimero complexo z tem moédulo unitario se

|z| = 2%z =1, (2.6)

em que * denota o complexo conjugado. Esses nimeros complexos unitarios formam um grupos que cha-
mamos de U(1). Daqui pra frente, ndo vamos mais provar quais objetos formam grupos, j4 vamos partir do
fato que eles s@o.



Vamos chamar esses niimeros complexos de U daqui pra frente. Podemos escrever um ntimero complexo
unitdrio comd?|

U=e"? =cosf +isind, (2.7)
em que 6 é um numero real. Veja que de fato
(cos@ —isin®)(cosf + isinf) = 1. (2.8)
Esse numero complexo atua sobre outros niimeros complexos, rodando eles. Por exemplo, para o ntimero
z =3+ 5.

Vamos aplicar U para realizar uma rotagao de 90°(7/2),

U9 =7/2)z = e™?(3 + 5i) = (cos(m/2) +isin(r/2))(3 + 5i) = 3i — 5. (2.9)
=0 =1

Pictoricamente temos

Figura 2.1: Rotac¢do de um nidmero complexo. Fonte: [I].

Porém, as rotagoes anteriormente atuavam sobre vetores, aqui elas atuam sobre niimeros complexos. Para
isso conectar essas duas ideias, podemos representar

1= (é ?) i= <(1) _01>, (2.10)

12=1,i¢=-1,1-i=i-1=i. (2.11)

)

de forma que satisfacam

Agora veja que, de fato

. 1 0 0 -1\ . cosf —sind
U=cos€]l—|—251n9—<0 1)c050—|—<1 0>bln9—<sin9 cos9>’ (2.12)

fazendo a identificagdo (2.10|) fomos capazes de representar as rotagdes no plano em termos de nimeros
complexos.
Com essa representacao, podemos escrever um numero complexo arbitrario como

. 10 0 -1 a —b
z=a]l+zb:<0 1>a+<1 O>b:(b a)' (2.13)

Atuando uma rotagao sobre o mesmo,
,  fd =V  [cos® —sinf\ (a —b\ (acos® —bsind —bcosh —asind (2.14)
“T\y & )7 \sin® coso b a ) \asinf+bcosf —bsinfh+ acosd ’

3A derivagio disso pode ser encontrada no Apéndice B.4.2 de [i].




Comparando ambos os lados,

a =acos® — bsinf
e (215)
b =asinf + bcosb.

Veja que uma rotagao sobre um vetor bidimensiona arbitrario

a'\  [cosf —sin@\ (a\ [(acos® —bsinf (2.16)
)  \sin® cosf b/  \asinf bcost |’ ’
Este é o mesmo resultado obtido em (2.15]), portanto, encotnramos uma maneira fiel de representar as

rotacoes no plano em termos de niimeros complexos. Um termo um pouco mais sofisticado para isso é dizer
que encontramos um isomorfismo entre o grupos U(1) e o grupos SO(2).

leva a

2.3 Rotacoes em trés dimensoes

As matrizes que realizam rotacoes em 3 dimensoes sao

1 0 0 cos@ 0 sinf cosf) —sinf O
R,(0)=10 cosf —sinf |, R,(0)= 0 1 0 |, R.(0)=|[sind cosf O0f. (2.17)
0 sinf cosf —sinf 0 cosf 0 0 1

Essas matrizes atuam sobre vetores tridimensionais e também formam um grupo que chamamos de SO(3).

Agora, estamos interessados em fazer o mesmo processo que fizemos anteriormente. Para isso, precisamos
introduzir uma generalizagao para os nimeros complexos que vimos na se¢ao anterior. A primeira ideia seria
pensar num numero complexo em trés dimensoes mas isso nao é possivel pois a dlgebra nao seria fechada
(vamos entender isso mais a frente) e além disso, o niimero de graus de liberdade nao bate. Para uma rotagao
no plano, o nimero de parametros necessarios era apenas um angulo. Um nimero complexo unitério tem o
mesmo nimero de graus de liberdade. Para uma rotacao em 3 dimensoes, o numero de graus de liberdade é
3. Portanto, precisamos de um ntmero complexo unitario que tenha 3 graus de liberdade.

Para realizar isso, introduzimos entao 3 unidades complexas i, j, k que satisfazemﬂ

i2=j2=k>=-1. (2.18)

Além disso, é preciso encontrar uma relagdo entre o produto cruzado dessas unidades complexas. Veja que
escolhendo
ijk = —1, (2.19)

ja da conta disso pois, multiplicando por k de ambos lados,

ij kk = -k = ij =k (2.20)
=—1

Nesse sentido que foi dito atras que a algebra para nimeros complexos em 3 dimensoes nao seria fechada.
Isto é, multiplicando dois nimeros complexos, teriamos um terceiro elemento que nao estaria definido na
algebra. Portanto, representamos um quaternion como,

q = al + bi + ¢j + dk. (2.21)

Analogamente ao que fizemos para o caso de U(1), podemos representar as unidades complexas como

N G SRS o} -

.
4E importante notar que essas unidades complexas nio sio vetores. A notacio é apenas para facilitar a compreensio.




Logo, um quaternion arbitrério pode ser representado como

1 0 0 1 0 1 i 0
q—a(0 1>+b(1 0>+c<i 0)+d(0 i)’

. , (2.23)
_(a+id b+ic
" \=b+ic a—id)"
A condicao de unitariedade dos quaternions se traduz como
fa=1=a+0?+ 2 +d*=1. (2.24)

em que t significa tomar o transposto e depois o complexo conjugado da matriz. O transposto é a forma
como multiplicamos a matriz (lembre-se que para multiplicar dois vetores, tinhamos que realizar o produto
entre uma matriz linha e uma matriz coluna) e o conjugado precisa ser tomado para que isso retorne um
ntimero real.
Note que
det(q) = a® +b* + c* + d?, (2.25)

o que implica de (2.24) que
det(q) = 1. (2.26)

Ou seja, os quaternions unitdrios, que agora representaremos por U, formam um grupo de matrizes 2 x 2
que chamamos de SU(2) e tem as seguintes condigdes

Uty =1

det(U) = 1. (2.27)

Assim como no grupo SO(2), o S denota “special” que traduz na condigdo do determinante unitério, e U
denota unitéario, que é a primeira condigao.

3 Algebra de Lie

3.1 Geradores
3.1.1 Geradores do grupo SO(3)
3.1.2 Geradores do grupo SU(2)

4 Teoria de Representacao

4.1 Representagoes do grupo SU(2)
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